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广义布里渊区中一维非厄米模型的拓扑相变
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摘　要　在非厄米体系中，因为存在非厄米趋肤效应，这使得传统的布洛赫哈密顿量不能准确刻画非厄米系统的

拓扑性质，通过引入广义布里渊区和非布洛赫能带理论，能够更准确地描述非厄米趋肤效应。本研究的目的是基

于广义布里渊区理论，深入探讨一维非厄米模型的拓扑相变行为。通过构建具体的非厄米 Su-Schrieffer-Heeger 

（SSH）模型，并分析其在不同边界条件下的能谱和本征态，揭示非厄米参数对拓扑相变和非厄米趋肤效应的影响，

并在广义布里渊区中得到了拓扑相变的严格解。
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1　研究背景

随着量子物理学的深入发展，非厄米体系因其独

特的物理性质引起了广泛的关注，如复能谱 [1]、非正

交本征矢 [2]、奇异点 [3]和非厄米趋肤效应等 [4]。非厄

米系统通常包含增益或损耗机制，或存在非互易耦合，

这些特性使得非厄米体系展现出与厄米体系截然不同

的物理现象 [5]。特别是在开边界条件下，非厄米系统

的波函数常常展现出局域化特性，表现为在开放边界

条件下，所有本征态都局域在系统的一侧边界上，即非

厄米趋肤效应。

由于非厄米趋肤效应的存在，开放边界条件下的

本征能量与周期边界条件下存在巨大差异，传统的体—

边对应关系失效 [6]。传统固体物理中常使用周期边界

条件定义的布里渊区来研究系统性质。然而，对于非

厄米系统，边界条件对其能谱和本征态的影响无法简

单视为微扰 [7]。为了准确描述非厄米系统，布里渊区

的概念被推广为广义布里渊区 [8]。在广义布里渊区上

定义的非布洛赫拓扑不变量能够忠实刻画非厄米体系

中拓扑边界态的存在从而建立了非布洛赫体—边对应

关系。广义布里渊区作为能量复平面上的闭合曲线，

其轨迹的不确定性使得非厄米系统的拓扑分析变得复

杂而有趣。

本文旨在探讨一维非厄米模型在广义布里渊区中

的拓扑相变行为，基于非厄米 SSH模型，通过开放边

界条件下系统的能谱分析，展示非厄米趋肤效应如何

影响系统的拓扑性质，以及如何在广义布里渊区中得

到拓扑相变点的严格解 [9-10]。

2　理论模型

考虑一维的非厄米 SSH模型，如图 1所示，实空间

中一维二聚化晶格的哈密顿量为：

HSSH=∑n,σ[t1a
†
n,σbn,σ+t1b

†
n,σan,σ+(t2-δ)a†

n+1,σbn,σ+(t2+δ)
b†

n,σan+1,σ]                                     （1）

引入了 δ后哈密顿量产生了的非厄米特性，δ改变
了晶胞中左右方向的不同跳跃强度。在周期性边界条

件下采用傅立叶变换，哈密顿量 H可以很容易地改写
为 H=∑ kψk

†hkψk，其中 ψk
†
=(ak,bk)

†
，且：

                    
（2）

哈密顿量 hk满足手征对称性 ShkS
-1=-hk，其中S=σz=

。

3　拓扑相变

首先在传统布里渊区中进行分析，将动量空间的哈

密顿量 hk对角化，可得到本征值

。若 Ek=0，则 t1=-t2±δ(k=0)或 t1=t2±δ(k=π)，
此即能隙闭合点。

开放边界谱与周期性边界谱结果明显不同，如图 2

(a)所示，当 t2=1，δ =0.3时，相变点位于 t1≈±0.95，图

2(b)对应于图 2(a)的零能态对的数量 N是 0和 1。由

此可知，这与 Ek=0时得到的解析结果不相符。因此，

hk的拓扑结构无法确定零模。如图 3所示，零模和 4
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个随机选择的体本征态显示所有体本征态都位于左侧

边界附近，说明了存在非厄米趋肤效应。
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图 2　能谱图及对应的零能态

（注：(a)开放边界条件下公式中 hk的能谱图；

(b)对应于 (a)的零能态对的数量 N是 0和 1。链长

L=50，其他参数 t2=1，δ =0.3。）

接下来，为了获得拓扑相位，将从广义布里渊区

的角度进行分析。假设系统的长度为 L，开边界条件下

的实空间薛定谔方程为：

          (t2-δ)ψn-1,B+t1ψn,B=Eψn,A

          t1ψn,A+(t2+δ)ψn+1,A=Eψn,B          
（3）

假设 |ψ⟩=∑ j|ϕ( j)⟩，其中每个 |ϕ( j)⟩都呈指数形式，
即 (ϕn,A,ϕn,B)=η

n
(ϕA,ϕB)，它满足：

            [t1+(t2-δ)η
-1]ϕB=EϕA

            [t1+(t2+δ)η]ϕA=EϕB            
（4）

在此基础上，可以得到非厄米 SSH模型两个子空

间的特征方程：

       [t1+(t2-δ)η-1][t1+(t2+δ)η]=E 2        （5）

所以可以得到 ，

其中 μ=t 21+t 22-δ 2-E 2。当 E→0时，η1,2(E→0)= 或

，并且满足：

                              （6）

实空间中格点上的波函数分量满足：

，

                                        （7）

特征方程 η的两个解表明系统中存在两个独立传
播的呈指数形式的波函数，并通过某种形式的线性叠

加满足相应的边界条件。因此，实空间波函数的一般

图 3　本征态轮廓图

（注：(a)零模；(b)四个随机选择的体本征态。）

图 1　非厄米模型
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形式可以表示为：

                     
（8）

对于一个长链的光谱系统，体能态需要满足 |η1|=|η2|，根据公式（7）可得：

                               （9）

当 r<1时，所有本征态都位于链的左端（如图 3）。

当 |η1|=|η2|，且 E→0时可以得到 ，
所以：

                                （10）

在这两个点上，开放边界连续谱接触零能，实现拓

扑跃迁，即拓扑相变点。根据公式（5），绘制图 4(a)(b)

中的 η-E关系曲线，其中 t2=1，δ =0.3。图 4(a)中 t1=0.8，

图 4(b)中 （在相变点附近），虚曲线

代表 η1，实曲线代表 η2，两条曲线重合部分表明存在|η1|=|η2|，这与体能谱有关。当 t1从 0.8开始逐渐增大，

图 4(a)中两条曲线左侧交点会逐渐向左移动，直至

t1≈0.95时汇聚于 |η|轴（图 4(b)）。如图 4(c)复值 |ηj|
形成一个闭环 Cη，由公式（9）可知，对于本模型来说，

这是一个圆，即 Cη广义布里渊区。在厄米的情况下，Cη

是一个单位圆（虚线）。

4　结 束语

本文主要研究的是在广义布里渊区中一维非厄米

模型的拓扑相变，通过在传统布里渊区中求解非厄米

图 4　广义布里渊区的变化曲线图

（注：(a)t1=0.8时的η-E关系曲线；(b)t1=0.95时的 η-E关系曲线；(c)η值的闭合曲线。）
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SSH模型的解析解，由于非厄米趋肤效应传统的体—边

界效应失效。研究发现跳跃项可以调控拓扑相变，并

将布里渊区推广到广义布里渊区，并在其中得到了拓

扑相变点的严格解。这里提出的方法可以扩展到更新

颖的非厄米系统。
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